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1. COMPETENCIAS Y CRITERIOS

COMPETENCIAS CRITERIOS

e Interpretacién y representacion.
e Formulacion y ejecucion.
e Argumentacion.

e Establezco relaciones y diferencias entre
diferentes notaciones de nimeros reales para
decidir sobre su uso en una situacion dada.

e Identifico caracteristicas de localizacion de
objetos geométricos en sistemas de
representacion cartesiana y otros (polares,
cilindricos y esféricos) y en particular de las
curvas y fi guras conicas.

e Uso argumentos geométricos para resolver y
formular problemas en contextos
matematicos y en otras ciencias.

e Describo y modelo fenédmenos periédicos del
mundo real usando relaciones y funciones
trigonométricas.

e Reconozco y describo curvas y o lugares
geomeétricos.

e Disefio estrategias para abordar situaciones
de medicibn que requieran grados de
precision especificos.

¢ Resuelvoy formulo problemas que involucren
magnitudes cuyos valores medios se suelen
definir indirectamente como razones entre
valores de otras magnitudes, como la
velocidad media, la aceleracion media y la
densidad media.

¢ Interpreto y comparo resultados de estudios
con informacion estadistica provenientes de
medios de comunicacion.

e Describo tendencias que se observan en
conjuntos de variables relacionadas.

¢ Interpreto nociones basicas relacionadas con
el manejo de informacion como poblacion,
muestra, variable aleatoria, distribucion de
frecuencias, parametros y estadigrafos).

e Uso comprensivamente algunas medidas de
centralizacién, localizacion, dispersion vy
correlacion (percentiles, cuartiles,
centralidad, distancia, rango, varianza,
covarianza y normalidad)

2. TITULO DE LA GUIA

RAZONES TRIGONOMETRICAS, APLICACIONES, LUGARES GEOMETRICOS Y
ASOCIACION ENTRE VARIABLES ESTADISTICAS

3. SITUACION PROBLEMA

La trigonometria es una rama de la matematica, cuyo significado etimoldgico es “la medicién de los
triangulos”. Deriva de los términos griegos Tpiywvo trigono triangulo y perpov metron medida.
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En términos generales, la trigonometria es el estudio de las razones trigopnométricas: seno, coseno;
tangente, cotangente; secante y cosecante. Interviene directa o indirectamente en las demas ramas
de la matemética y se aplica en todos aquellos ambitos donde se requieren medidas de precision. La
trigonometria se aplica a otras ramas de la geometria, como es el caso del estudio de las esferas en
la geometria del espacio.

Posee numerosas aplicaciones: las técnicas de triangulacion, por ejemplo, son usadas en astronomia
para medir distancias a estrellas préximas, en la medicién de distancias entre puntos geogréficos, y
en sistemas de navegacion por satélites.

A continuacion, en el video https://www.youtube.com/watch?v=WSjXGeTMYd4, podras observar los
origenes y aplicaciones que tiene la trigonometria

Trigonometria: Origenes y Aplicaciones

| Pl o 0:09/1042

Figura 1 https://www.youtube.com/watch?v=WSjXGeTMYd4

Un ejemplo de una situacion que se puede resolver mediante la
trigonometria es el planteado en la figura.

Con tus conocimientos previos a la trigonometria. ¢puede
determinar la altura a la que se encuentra el globo en base a los
600 30° datos dados?

f——100 m —|
Figura 2

@
-
|
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4. MEDIACION DEL CONOCIMIENTO Y DEL PROBLEMA

4.1. ANGULOS ¥4

1
_ ) ) _ y 3 / lado final
Desde la trigonometria, un angulo se define como la rotacién de /

una semirrecta sobre su origen En posicion inicial, esta semirrecta 2 D
recibe el nombre de lado inicial y, en posicién final, recibe el
nombre de lado final. : A a
- —. —- r»'v— "—- - oE- .
=2 =1, A I Ok Al

En el angulo <DAE de la gréfica, A es el vértice, AE es el lado " it

R . € fado inicial
inicial y AD es el lado final.

’
Los &ngulos también se pueden denotar por las letras griegas «a Grafica 1
(alfa), B(beta), 6 (teta), entre otras.
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: 4.1.1. ANGULOS EN POSICION NORMAL O
Lado final del angulo Y, )
en posicién normal A CANONICA

Medida del dngulo
/,en posicion normal

0 Un angulo a se considera en posicion normal o

i B L canonica, cuando, en un sistema de coordenadas, «

i : HEE tiene su vértice sobre el origen y su lado inicial
Ladoinicial del dngulo  05incide son el semieje positivo x.

Origen de en posicién normal
Coordenadas

’
Gréfica 2

Para mayor comprension del tema angulos, observa el siguiente video:
https://www.youtube.com/watch?v=sy54KAHh6Tg

P> » o) o025/555

Figura 3 https://www.youtube.com/watch?v=sy54KAH6Tg

4.1.2. ANGULOS POSITIVOS Y ANGULOS NEGATIVOS

Cuando un angulo ha sido generado por una rotacién en sentido contrario a las manecillas del reloj
(antihorario), se dice que el angulo es positivo. Si la rotacidon se realiza en el mismo sentido de las
manecillas del reloj (horario), el angulo es negativo.

Dos angulos distintos, que tengan el mismo lado final se denominan angulos coterminales.

<
<

Lado terminal

Lado imoal

A

D

B : :
v

3 4

27

ANGULO POSITIVO ANGULO NEGATIVO ANGULOS COTERMINALES

Gréfica 3

Para mayor comprension de los angulos coterminales, observar el video:
https://www.youtube.com/watch?v=X11iG_dGWoU
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ANGULOS COTERMINALES

Prof. Abel Esteban Ortega Luna
http://matematicaabelortega.blogspot.com/

0:03/713

Figura 4 https://www.youtube.com/watch?v=X11iG_dGWoU

4.1.3. MEDICION DE ANGULOS
Las unidades de medicion de &ngulos usadas con mayor frecuencia son el grado y el radian.

El grado es la unidad de medida del sistema sexagesimal y el radian es la unidad de medida del
sistema ciclico.

4.1.3.1. MEDICION DE ANGULOS EN EL SISTEMA SEXAGESIMAL

Este sistema utiliza como unidad de medicién el grado. Un grado corresponde a un pedazo de las 360
partes iguales en que dividimos la circunferencia. Por tanto, un giro completo son 360°.

El grado tiene dos submuiltiplos: el minuto y el segundo

Un minuto 1’ corresponde a éo y un segundo 1” corresponde a 6—10’. Por tanto, un grado 1° son 60
minutos, un minuto 1’ son 60 segundos y un grado 1° son 3.600 segundos.

1°=60, 1 =60, 1°=3.600"

Ejemplo: Expresar 36,275° en grados, minutos y segundos
36,275° = 36° + (0,275 X 60) = 36° + 16,5’

36° + 16,5 = 36° + 16’ + (0,5 X 60)" = 36° + 16’ + 30"
Luego 36,275° = 36°16'30"

Ejemplo: Expresar 12°24’54” en grados
24 54 \°
12°24'54" = (12 +—+

60 3600) = 12,415

Para afianzar los conocimientos adquiridos del sistema sexagesimal, observa el siguiente video:
https://www.youtube.com/watch?v=sWo40WwuDFY
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SISTEMAS DE MEDIDAS

AN [GLUIWANIRSS

SISTEMA SEXAGESIMAL

270°

Prof. Abel Esteban Ortega Luna
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Figura 5https://www.youtube.com/watch?v=sWo40WwuDFY

4.1.3.2. MEDICION DE ANGULOS EN EL SISTEMA CiICLICO

Gréfica 4

La unidad de medida de angulos en el sistema ciclico es el radian.

S El radian (rad) mide el angulo presentado como central a
una circunferenciay su medida es igual a la razén entre la longitud
del arco que comprende de dicha circunferencia y la longitud del radio,

A es decir, mide la cantidad de veces que la longitud del radio cabe en
dicho arco.

S
6 ==

r
Ahora, como la longitud de una circunferencia, es decir, el arco para el

giro completo de 360° es 2nr, entonces
S 2nr
0 =—=——=2n(rad)
r ¥

Por tanto, podemos concluir que 360° = 2w rad

Para mayor comprension del sistema ciclico, observa el siguiente video:
https://www.youtube.com/watch?v=1ugM9UGRNDO

SISTEMA cicLiIco

Definicién
Un radian se define como la medida de un angulo central cuyos lados cortan un arco
igual en longitud al radio en la circunferencia del circulo.

Figura 6 https://www.youtube.com/watch?v=1ugM9UGRNDO
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4.1.3.3. CONVERSIONES ENTRE EL SISTEMA SEXAGESIMAL Y EL SISTEMA CICLICO
Como anteriormente determinamos: 360° = 2 rad

Por tanto, al aplicar regla de tres:
Grados Radianes _ 1°X2mrad _ m_
360° 2 X = T3600 T 180 rad

1° X
__T
~ 180

T A . . . .
multiplicaremos los grados por Erad. Mientras que, si queremos convertir radianes a grados,

Entonces en adelante, puesto que 1° rad, para convertir de grados a radianes simplemente

o

. : o _ 180
multiplicaremos por el inverso multiplicativo de este factor, es decir, por —
Ejemplo: Convertir 210° a rad

210 X " rad = L7 rad
1807"(1 —67T7'a

Ejemplo: Convertir %’T radianes a grados

5% 180
7 180 oose
4 T

En el siguiente video, puedes observar algunos otros ejemplos de conversiones entre sistemas de
medicion de angulos: https://www.youtube.com/watch?v=0zAekiKII_|I

Conversiéon de grados a radianes

y viceversa

> »l o) o010/2:53 )
Figura 7 https://www.youtube.com/watch?v=0zAekiKII_I

4.1.3.4. ACTIVIDAD PERSONAL 1

1. Nombra cada angulo. Luego, determina el lado inicial, el lado final, el vértice y el sentido

Grafica 5
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2. Latorre de Piza, ubicada en Toscana — Italia, tienen una inclinacion
de 4°10°22” con respecto al eje vertical. Expresa la inclinacion de la
Torre de Pisa Unicamente en grados.

Figura 8
3. Traza un &ngulo positivo y un angulo negativo, que sean coterminales con cada uno de los

siguientes angulos.

T xt
L
x_x = ‘t:f B500
L9 oS -
<IN — N
- f . I ; "-i_.-" I
4_’% [ = —4750
£
F 3
Gréfica 6

4. Pasa las siguientes medidas de grados a radianes:
a) 45° Db)9Q° c) 180° d) 270° e) 720° f) 315° g) -30°

5. Pasa las siguientes medidas de radianes a grados:
a) mrad b)3mrad c)m/drad d)2m/3rad e)3m/drad f)m/6rad g) 2m/5 rad

6. Completa la tabla

Grados Radianes
| 0
1
6"
| 45
\
’ 90° |
Tabla 1

7. Dibuja un angulo normal de -45° y escribe tres angulos que sean coterminales con él.
4.2. TRIANGULOS

En trigonometria es importante tener en cuente como se clasifican los triangulos y cuales son sus
principales propiedades.

4.2.1. CLASIFICACION DE TRIANGULOS

Los triangulos se clasifican segun la medida de sus lados y segun la medida de sus angulos, asi:
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Segtin la medida de sus lados
Equilitero Isdsceles Escaleno

Todos sus lados tienen la | Dos de sus lados tienen la | Ningin lado mide igual

misma medida misma medida que otro
Tabla 2
Segin la medida de sus dngulos
Acutingulo Rectingulo Obtusdngulo
A
A
/ |
/£ ‘,
/ / }
l, - NG
Todes i ahgiloy inishiog Tiene un dngulo recto Tiene un dngulo abtuso
son agudos
Tabla 3

4.2.2. PROPIEDADES DE LOS TRIANGULOS
Los triangulos tienen muchas propiedades, entre las mas utilizadas se encuentras:

e Silos lados de un triAngulo son congruentes, entonces, los &ngulos opuestos a estos lados son
congruentes.

e Sidos angulos de un triangulo son congruentes, entonces, los lados opuestos a dichos angulos

son congruentes.

La suma de las medidas de los angulos internos de un triangulo es 180°

Si dos triangulos tienen la misma base b y la misma altura, entonces, tienen areas iguales.

Si un triangulo es equilatero entonces es equiangulo.

La medida de un angulo externo de un triangulo es igual a la suma de las medidas de los

angulos internos no adyacentes a él.

Un triangulo muy utilizado en trigonometria es el triangulo rectangulo, en el que se hace el estudio

de la relacidn entre sus lados mediante el Teorema de Pitagoras.

4.2.3. TEOREMA DE PITAGORAS

En todo triAngulo rectangulo el lado opuesto al -
angulo recto se denomina hipotenusa y los otros 271
lados se denominan catetos. > . hipotenusa

El teorema de Pitdgoras establece que la suma de
los cuadrados de los catetos es igual a la hipotenusa
al cuadrado. Asi, si en un triangulo rectangulo las
medidas de los catetos son a,b y la medida de la = J T BE
hipotenusa es c, entonces se cumple que: .

c?=a’+b? v 3

‘-l=25

pa A

Figura 9

En el siguiente video, podras observar como aplicar el teorema de Pitagoras a la resolucion de
situaciones: https://www.youtube.com/watch?v=BhHgMtjlebc
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TEOREMA DE PITAGORAS - EJERCICIOS

6@0[
€, "(sq

catetoy

hipotenusa? = cateto,?+ cateto,?

> >l <) 0aB245

Figura 10 https://www.youtube.com/watch?v=BhHgMtjlebc

4.2.4. ACTIVIDAD PERSONAL 2

1. Escribe al frente el tipo de triangulo que es

) 30° 30° ¢

a
2. Observar los siguiente triangulos. Luego, establecer si la igualdad correspondiente es verdadera

o falsa.

? g . O

P [ <

rl':;?.-}-‘l f=/02+d2 B ;@-i-f:zl

r

3. Determina el valor de x para cada triangulo

30°

w6

4. Completar las medidas en los casos en los que es posible calcularlas. Luego, responda.
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4 Si AB = 3y BC = 4, entonces CA =

SicB =6y AB = 8, entonces AC =
SiAC =10y BC = 4, entonces AB =
Si BC = 38 yAC = /3, entonces BA =
Si AB =+/8y AC = /8, entonces BC =

_] A ¢, En cudles casos no es posible calcular la medida indicada? ¢ por
C que?
Figura 11

5. La torre de Pisa tiene una altura aproximada de 56 m. Actualmente, la torre se separar de la
vertical una distancia de 3.9 m. Hallar la longitud de la vertical desde la cima de la torre hasta el
suelo.

6. Una escalera de 5 m de largo est4 apoyada contra una pared con la base separada a 2.5 m de la
pared. ¢ A qué altura del piso se encuentra la parte mas alta de la escalera?

7. Observa la siguiente fotografia y redacta una situacion en donde se pueda utilizar el teorema de
Pitagoras

Figura 12

4.3. RAZONES TRIGONOMETRICAS

Utilizaremos un tridngulo rectangulo para definir las funciones trigopnométricas: seno (sen), coseno
(cos), tangente (tan), cotangente (cot), secante (sec) y cosecante (csc).

&

a

b
Figura 13

En un triangulo rectangulo, estas funciones se definen como sigue:

cateto opuesto _cateto opuesto _ hipotenusa
sen g = —— tan g = sec g =
hipotenusa cateto adyacente cateto adyacente
cateto adyacente cateto adyacente hipotenusa
cos g = g cot a = cosec a =
hipotenusa cateto opuesto cateto opuesto

Ejemplo: Determina las razones trigopnométricas respecto al Angulo 6 de acuerdo al siguiente triangulo.
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Respecto al angulo 6, nos damos cuenta que el cateto opuesto mide 8, el cateto
adyacente mide 6 y la hipotenusa no conocemos aun el valor, por lo cual
debemos aplicar teorema de Pitagoras.

h=+482+4+6%=10
Ahora conociendo el valor de la hipotenusa, procedemos a determinar las

Figura 14 razones trigopnométricas:
co 8 4 CA 6 3 co 8 4
senf =—= —=- cosf =—= —=-= tan = —= - =-
h 10 5 h 10 5 CA 6 3
CA 6 3 h 10 5 h 10 5
cot =—= -=- secd =—= —=- csc =—= —=-
co 8 4 CA 6 3 co 8 4

Para mayor comprension, observa el siguiente video acerca de las razones trigonométricas:
https://www.youtube.com/watch?v=ulrqfi20Czs

RAZONES TRIGONOMETRICAS EN
EL TRIANGULO RECTANGULO

A

C

Prof. Abel Esteban Ortega Luna

http://matematicaabelortega.blogspot.com/

> > o) o10/1407

Figura 15 https://www.youtube.com/watch?v=ulrqfi20Czs

4.3.1. ACTIVIDAD PERSONAL 3

1. Llenar la siguiente tabla con los conceptos que aparecen a continuacion, teniendo en cuenta la
relacion entre el lado y el angulo.

e Hipotenusa
e Cateto adyacente
o Cateto opuesto.

Lado Angulo B Angulo ¢ ¢
a b a
b
[ A ] B
Tabla 4

2. Considerando las definiciones anteriores y el triAngulo que estd a la derecha, completar las
siguientes tablas:
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Funciones del £8 | Funciones del £ € Funclones del 2o | Funciones del 2 8
senf= sen = c o & = sm =
s B = cos O= msa = cos =
tan B = tan &= a b tan e = tan @ =
ot B= cot &= ot = oot g =
sec B = sec = 8 A smea= sec B=
e h= e O= o= e f=
Tabla 6 Tabla 5

3. Completar la siguiente tabla de razones trigopnométricas para el angulo dado.

I e

Sen i

17
Cos
Tan
Cot
Sec
Csc

4. Observar el triangulo rectangulo MPN, y en las siguientes igualdades, asignar la razon

Tabla 7

trigonométrica correspondiente para cada angulo dado.

5. Calcular las razones trigonométricas de los angulos Ay C, <ABD y «CBD

M
b
P
2
iy
N
Figura 16
b N=2 c M
p
f N = % g___ M
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a ¢ Il ]
/B Sen % =0,8
\c_’dé-‘ cos
/ .
A De— 16 cm4»C g
Figura 17 Tabla 8

4.3.2. APLICACIONES DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS

4.3.2.1. SOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS
Resolver un triangulo consiste en determinar la medida de sus tres lados y de sus tres angulos.
Para resolver un triangulo rectangulo se presentan dos casos:

1. Cuando se conocen la medida de un lado y un angulo agudo
En este caso se plantea una ecuacion a partir de una razon trigopnométrica que relacione la incognita
(medida desconocida) con la medida del lado y del angulo que se conocen. La razén trigonométrica
gue se aplique depende de la medida del lado que se conoce, el cual puede ser uno de los catetos o
la hipotenusa.

Ejemplo: Calcula la distancia a la que se encuentra el bote

El dato conocido respecto al angulo dado es el cateto

opuesto, y el desconocido es el cateto adyacente. Unarazén
trigonométrica que los relaciona es la tan. Por tanto:
S 21
N tan(37) = —
21 m ‘s\ X
SNl Luego, despejando la incognita
) -, 21
"\\ X =— G = 27,86 m
N V'
X D
Figura 18

En el siguiente video, puedes afianzar el tema: https://www.youtube.com/watch?v=1Udgp4SEv68

Resolucion de
triangulos

rectangulos 1.

U W) 017/503

Figura 19 https://www.youtube.com/watch?v=1Udqp4SEv68
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2. Cuando se conocen las medidas de dos lados

En este caso, se aplican las razones trigonométricas inversas para determinar el valor de los angulos
desconocidos. La medida del tercer lado se puede calcular mediante el teorema de Pitdgoras.

En las situaciones, se encuentran dos tipos de
angulos, el de elevacién, que es aquel que se forma
entre la linea visual y la horizontal cuando el objeto
esta por encima de la horizontal y el de depresion, que

es aquel que se corma entre la linea visual y la Horizontal
horizontal cuando el objeto esta por debajo de la

horizontal.

Si miras hacia arriba, mediras el angulo de elevacion. Figura 20

Si miras hacia abajo, mediras el angulo de depresion.
Ejemplo: ¢ Cudl es el angulo de elevacion con el cual el observador ve la punta de la torre?

Los datos conocidos, respecto al angulo que
gueremos determinar son el cateto opuesto y la
hipotenusa. La razdén trigonométrica que los
relaciona es sen. Por tanto:
g 40,2
SNV = 52,48

Luego, despejando la incognita
40,2

0 = sen~? (ﬁ) = 49,99°

Figura 21

Observa el siguiente video, para mayor comprensiéon del tema:
https://www.youtube.com/watch?v=A2fkBSRWZoY

Resolucion de
triangulos

rectangulos 2

b o) 018/532

Figura 22 https://www.youtube.com/watch?v=A2fkBsSRWZoY
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4.3.2.1.1. ACTIVIDAD PERSONAL 4

1. Una escalera para acceder a un tunel tiene la forma y las dimensiones de la figura. Calcular la
profundidad del punto B.

A

Figura 23

2. El mastil de un velero se halla unido a la proa y a la popa por dos cables que forman con la cubierta
angulos de 45° y 60°, respectivamente. Si el barco tiene una longitud de 100 m, ¢cuél es la altura
del mastil?

60°
=

——— 100 m ———
e

Figura 24

3. Enlafigura que se muestra a continuacion:
¢, Cual es la altura del edificio? ¢ Qué distancia existe entre el observador y en punto de mira?

>

REY:

“«—30m—
Figura 25

4. El sonar de un barco de salvamento localiza los restos de un naufragio en un angulo de depresion
de 12°. Un buzo es bajado 40 metros hasta el fondo del mar. ¢ Cudnto necesita avanzar el buzo
por el fondo para encontrar los restos del naufragio?

Angulo de depresion

Figura 26
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5. Una escalera de 3 m esta apoyada en una pared. ¢ Qué angulo forma la escalera con el suelo si
su base esta a 1,2 m de la pared?

|~
|~
|~
|~
& |~
s |~
|~
|~
|~
Ly |~
|~
1,2 m
Figura 27

6. Cuando los rayos del sol forman 40° con el suelo, la sombra de un arbol mide 18 m. ¢, Cual es su
altura?

Figura 28

7. De un tridngulo isésceles conocemos su lado desigual, 18 m, y su altura, 10 m. ¢ Cuanto miden
sus angulos?

Figura 29

8. Hallar el angulo que forma la diagonal de un cubo de arista 6 cm con la diagonal de la base.

s

o

Figura 30

9. Desde el lugar donde me encuentro, la visual de la torre forma un angulo de 32° con la horizontal.
Si me acerco 25 m, el angulo es de 50°. ¢ Cual es la altura de la torre?
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B 3-2-0 :

| ST 25 m==ral ks -A“

Figura 31

4.3.2.2. SOLUCION DE TRIANGULOS NO RECTANGULOS

Cuando un triangulo no es rectangulo, entonces es acutangulo u obtusangulo. Este tipo de triangulos
de resuelven mediante la ley de senos o la ley de cosenos, teniendo en cuenta las medidas que se
conocen del triangulo.

4.3.2.2.1. LEY DE SENOS

Esta ley se aplica en dos casos:
1. Cuando se conocen un lado y dos angulos (LAA o ALA)
2. Cuando se conocen dos lados y el angulo opuesto a uno de ¢ b
ellos (LLA)

B
La ley de senos establece que: B - Y/ c
Dado un triangulo de lados a,b y c cuyos angulos opuestos son

a, B y v, respectivamente, se cumple que: a b c

sena senfS seny sena ~ senf} = seny

a b ¢ Figura 32

Ejemplo: Determina el ancho del rio, conforme los datos de la figura siendo que a« = 50°y § = 117°

48® c § Ccomo se conocen un lado y dos angulos, aplicamos la ley del seno
sena senfS seny

a b
sen50 senll7 seny

d b 40
Para solucionar esta serie de razones iguales, al menos una de las
razones debe estar completa en su antecedente y consecuente. Como
este no es el caso, debemos buscar otro de los datos, ya sea un lado, o
el angulo que falta. Como no hay manera de determinar otro lado.
Procedemos a hallar el angulo. Esto lo podemos hacer puesto que
sabemos que la suma de los angulos internos de un triangulo debe ser
Figura 33 180°.

a+pB+y =180
50+ 117 +y = 180
y =180 —-50—-117 = 13°
Ahora volvemos a la ley de senos:
sen50 senll7 senl3

d b 40
Y mediante la propiedad fundamental de las proporciones, resolvemos:
sen50  senl117

d 40
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40 X sen50
=——=1362m
senl3

Ejemplo: En un automovil, la manivela del cigtiefal tiene 8 cm de longitud y la biela tiene 23 cm.
Cuando el angulo OPA es de 15° como se muestra en la figura, ¢qué tan lejos esta el piston P del
centro O del ciglefial?
Como se conocen dos lados y el &ngulo opuesto a uno
de ellos, resolvemos aplicando ley de senos:

senA senO senP

OP AP~ A0
senA senO senlb5

()4 23 8

Sin embargo, no podemos determinar cuanto mide OP,
si antes no determinamos cuanto mide el angulo opuesto
a él, es decir, el angulo A, pero no es posible determinar
el angulo A, si antes no determinamos el angulo O, para
asi poder aplicar por propiedad de la suma de los angulos internos de un triangulo.

Figura 34

senO _ senlb
23
sen0 = 3
23 X senl5
8

8
23 X senl5

0 = sen! ( ) = 48°

<A + %0 + <P = 180°
<A + 48 + 15 = 180°
<A =180°—-48 - 15 =117°

senll7 _ sen48 _ senl5

P 23 8
senll7 sen48

23
=27,57cm

oP
_ 23 X senll7

opP
sen 48

Para mayor compresion de la ley de senos, observa el siguiente video:
https://www.youtube.com/watch?v=4I5SXiQHfWc

Ley de senos (resolucion de triangulos oblicuangulos)

Leyes de senos y cosenos » Resolucion de triangulos » Es aquel en el que ninguno
oblicuangulos de sus angulos es recto (90°).

Ley de senos:

* 2 angulos y cualquier lado.
* 2lados vy el angulo opuesto a uno de ellos.

AN

»l o) 0387974

Figura 35 https://www.youtube.com/watch?v=4I5SXiQHfWc
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4.3.2.2.2. LEY DE COSENOS

Esta ley se aplica en dos casos:
1. Cuando se conocen los tres lados del triangulo (LLL)
2. Cuando se conocen dos lados y el angulo comprendido entre ellos (LAL)

La ley de cosenos establece que:
En todo tridngulo el cuadrado de la longitud de uno de sus lados es

igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los otros dos A
lados, menos dos veces el producto de estas longitudes por el coseno a
del angulo comprendido entre ellos. Es decir, dado el triangulo ABC ‘ ;
se cumple: ¢ ’
Figura 36
2 _ 12 2 _ [\ LN
a® =b°+c°—2bccos A B - C

b? = a? + c?> — 2accos B
c?=a*+b?*—-2abcosC

Ejemplo: Dos balsas se mueven a partir del punto B como se muestra en la figura. Determina la
distancia que separa las balsas, al instante de la figura.

Como se conoce dos lados y el angulo comprendido entre ellos,
aplicamos ley del coseno:

b? = a? 4+ c?>—2accos B

b? = 1,52 + 32 — 2(1,5)(3) cos 42

b =/1,52 + 32 — 2(1,5)(3) cos 42 = 2,14 km

Figura 37
Ejemplo: Determina el angulo C, de acuerdo a los datos suministrados en la figura

Como se conocen los tres lados, aplicamos ley del coseno:
c?=a?+b?—2abcosC
o= » 300% = 2102 4 1802 — 2(210)(180) cos C
B=r

300% — 2102 — 1802

b=180 a=210 cosC = —2(210)(180)
» =7 = cos-1 300% — 2102 — 1802
h - —2(210)(180)
C =100,29°
Figura 38

Para mayor compresion de la ley de cosenos, observa el siguiente video:
https://www.youtube.com/watch?v=SfUldTXOL9s
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5enos (resolucion de triangulos oblicuangulos)

Leyes de senos y cosenos » Resolucion de triangulos » Es aquel en el que ninguno
oblicuangulos de sus angulos es recto (90°).

[

Ley de cosenos:

© * 2 ladosy el angulo comprendido entre ellos.
* 3lados.

Figura 39 https://www.youtube.com/watch?v=SfUIdTXOL9s

4.3.2.2.3. ACTIVIDAD PERSONAL 5

Un edificio se localiza al final de una calle que esté inclinada en un angulo de 8.4° con respecto a
la horizontal. En un punto P que esta a 210 m calle abajo del edificio, el angulo subtendido por el
edificio es de 15.6° ¢ Cual es la altura del edificio?

LI |
mm
oaams B ) rA——
o _’;:»_;‘_7—77_ — 51_0 s i
8.4°
Figura 40

Una asta esté situada en la parte superior de un edificio de 115 pies de altura. Desde un punto en
el mismo plano horizontal de la base del edificio los angulos de elevacion de los extremos superior
e inferior de la asta son 63.2° y 58,6°, respectivamente. ¢, Cual es la longitud de la asta?

e

Figura 41

Una parcela triangular con vértices R, Sy T se delimita por una cerca, pero se aavierte 1a ausencia
de la marca del lindero en S. Del titulo de propiedad, se sabe que la distanciade T a R es 324 m,
la distancia de T a S es 506 m y el angulo en R del triAngulo mide 125,4°. Determine la ubicacién
de S calculando la distancia de R a S.
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Figura 42

4. Para determinar la distancia a través de un rio recto, un topdgrafo elige los puntos Py Q en la
rivera, donde la distancia entre P y Q es 200 m. En cada uno de los puntos se observa el punto R
en la rivera opuesta. El angulo que tiene lados PQ y PR mide 63.1° y el angulo cuyos lados son
PQ y QR mide 80,4° ¢ Cudl es la distancia a través del rio?

3

5. En un momento determinado cuando un avion vol6 sobre un camino recto que une a dos
ciudades pequenas, los angulos de depresion de ambas fueron 10,2°y 8,7°.
a. Determine las distancias rectas desde el avion a cada una de las ciudades en ese
momento si la separacion entre ambas es de 8,45 Km.
b. Determine la altura del avibn en ese momento.

Figura 44

4.4. LUGARES GEOMETRICOS

Un lugar geométrico es el conjunto de puntos
gue cumplen con una caracteristica comun.

De un lugar geométrico se puede determinar
la ecuacion o la gréfica mediante un plano
cartesiano.

Ejemplo: El lugar geométrico de todos los
puntos del plano tales que la suma de sus
coordenadas sea igual a 3.

x+y=3
y=—x+3

Gréfica 7
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Ingresa al siguiente video, para comprender mejor el tema:
https://www.youtube.com/watch?v=954jkmsM_78

> Pl o) 009/13:06
Figura 45https://www.youtube.com/watch?v=954jkmsM_78

Las propiedades de los lugares geométricos tienen mucha relacién con la distancia entre puntos. A
continuacion, se define como calcular esta distancia, y como hallar el punto medio de un segmento.

4.4.1. DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS

La distancia entre los puntos A(x;,y,) Y B(x,,y,), se simboliza como
d(A, B) y se determina aplicando el teorema de Pitagoras, mediante la
expresion:

d(A,B) = \/(xz —x1)% + (y2 — y1)?

Grafica 8

X1 Y1 X2 Y2

Ejemplo: Calcula la distancia entre los puntos P(ﬂ7H , :73) y Q(:Z}, T)
d(P,Q) = /(x; — x1)% + (v, — 1)?

4P, = J(-4-77 + (1~ (-5)’

d(P,Q) = V121 + 36
d(P,Q)= V157 ~ 12,53

Observa el siguiente video para afianzar lo aprendido:
https://www.youtube.com/watch?v=2PR5WeYv3B4
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DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS
[EN ELpraNo carTesiano |8
7

Prof. Abel Esteban Ortega Luna
http://matematicaabelortega.blogspot.com/
M o) 003/612 =l
Figura 46 https://www.youtube.com/watch?v=ZPR5WeYv3B4

4.4.2. PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO

Las coordenadas del punto medio del segmento que uno los puntos A(x;,y;)

X1t+Xy Y1tY2
yB(xz,yz),son( P

), como se muestra en la grafica.

Ejemplo: Determina el punto medio del segmento que uno los puntos
X1 N1 X2 Y2

P(7,55)y @54, T)

T
s (2 ) (T8 COMY (3 ) (3 )
2 2 2 2 2° 2 2

Para mayor comprension de como se determina el punto medio, observa el video:
https://www.youtube.com/watch?v=gqzRxsVoUaMo

) 019/431

Figura 47 https://www.youtube.com/watch?v=gzRxsVoUaMo

4.4.3. ACTIVIDAD PERSONAL 6

1. Dibuja el lugar geométrico en cada caso. Luego, determina la ecuacion.

a. Los puntos tales que su segunda componente y es el doble de la primera x.
b. Los puntos del plano cartesiano cuyo producto de la primera y segunda componente es 2.

2. Dibuja los puntos dados en el plano cartesiano y determina la distancia entre ellos.
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P(-1,2),0(4,—5)
P(3,8),0(10,15)
P(1,4),Q(-5,—1)
P(4,4), 0(16,4)
P(-3,5),Q (~3,10)

® 0o

3. Determina el punto medio de los segmentos de recta cuyos puntos extremos son Ay B.

A(-3,5), B(4,5)
(10,2), B(1,-8)
A(1,0), B(-1,4)
A(—6,-3),B(4,7)
A(4,-2),B(10,8)

oo oTe

4. Para el triAngulo que se encuentra en la grafica responde las preguntas:

; a. ¢ el triangulo es equilatero, isésceles o ninguno
de los dos? Justifica
21 \ , .
A\ b. ¢,Cuales son los puntos medios de cada lado?
1+ \\
/ l‘
/s \' 0 -
e T __i_'x\_.z__.f; C. ¢, Qué valor tiene el perimetro del triangulo?
-' - -1 "\
-2 B B 0 |
-3
Gréfica 10

4.5.LINEA RECTA

La recta es uno de los lugares geométricos de mayor estudio realizado en las matematicas por la
enorme cantidad de aplicaciones que presenta y por estar vinculada a una ecuacion de primer grado
o lineal, dentro de sus aplicaciones se tienen: problemas de costos-ingresos y ganancia, la oferta y
demanda, la valoracién de un activo a lo largo del tiempo, etc.

4.5.1. PENDIENTE DE UNA RECTA

¥
La pendiente m de una recta que pasa a través de dos puntos (X 1,y 1)y _{
(X 2,y 2) es: A Q-
=22 N ; :
TR AP L
" "\ 1]

Ademas, el angulo de inclinacion de esta recta se determina mediante la o5 S
expresion:

V2 — V1

tanf =
X2 =X

Entonces otra forma de determinar la pendiente de la recta es:
tand =m
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Si la gréfica de una recta sube de la izquierda a la derecha, la pendiente es positiva. Si la grafica de
la recta cae de la izquierda a la derecha la pendiente es negativa.

Ejemplo: Encuentre la pendiente de la recta que pasa a través de los puntos (-3, 17) y (4, 3).
Sustituyendo x 1=-3,y1=17, x2=4,y Yy 2= 3, obtenemos:
i-17 -14

m= = —
4-(-3 7

Asi la pendiente es —2.
4.5.2. ECUACIONES DE UNA RECTA

Una linea recta se puede entender como un conjunto de puntos alineados en una Unica direccion.

Uno de los postulados de la geometria Euclidiana dice "para determinar una recta solo es necesario
dos puntos del plano.

- .

Figura 48

El nombre que recibe la expresion algebraica (funcion) que determine a una recta dada se denomina
Ecuacion de la Recta.

45.2.1. ECUACION PUNTO-PENDIENTE
Ecuacién de la recta a partir de un punto Q(x,,y,) Y Su pendiente m.

Su férmula la vamos a deducir a partir de la ecuacion de la pendiente. Como sabemos la ecuacion de
la pendiente de una recta, esta dada por la expresion

Y—Yo
m="—
X — X
Luego, y —yo = m (x — x;)

Esta ecuacion recibe el nombre de ecuacion punto-pendiente de la recta.

Xo Yo
Ejemplo: Halla la ecuacion punto — pendiente de la recta que pasa por el punto Q(?,:i) y tiene
pendiente -2
y—Yo=m(x—x)
y—(4)=mx-3)
y+4=m(x—3)

45.2.2. ECUACION PENDIENTE - INTERCEPTO

Se llama ecuaciodn principal, pendiente - intercepto o ecuaciéon explicita de una recta a la expresion
que se obtiene al despejar la ecuacién punto — pendiente, asi:

y—Yo=m (x — xo)
y=m (x—x5) + ¥
y =mx —mxg+ Yy

b
y=mx+b>b
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En que m representa la pendiente de la recta 'y b es el coeficiente de posicidon y es el nimero en que
la recta corta al eje de las coordenadas.

EJEMPLO 1: Hallar la ecuacion de la recta que tiene pendiente m = 3 e intercepto b = 10.

Tiene que hallar la ecuacion de la recta, esto es, y = mx + b.
Usar la informacion que le dan:

m =3y b =10y sustituye en la ecuacion
y = 3x + 10.
La ecuacion que le pide el ejercicio es y = 3x + 10.

EJEMPLO 2: Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (1, 2) y tiene pendiente m = - 5.

Tiene que hallar la ecuacion de la recta, esto es, y = mx + b.
Usar la informacidn que te dan: m = - 5 y sustituye en la ecuacion:
y=-5x+Db

Ahora tienes que buscar la b; usa el otro dato; la recta pasa por el punto (1, 2), por lo tanto, ese punto
es una solucidn de la ecuacion que estas buscando. Sustituye esos valores de x = 1,y = 2 en la
ecuacion que estas buscando: 2=-5 (1) +b

Despeja la variable ben: 2=-5(1) +b

2=-5+D
2+5=0D
b=7

Sustituye el valor de b en la ecuacidon que estas buscando: y = - 5x + 7
La ecuacidon esy = - 5x + 7.

Observa el siguiente video, para mayor comprension:
https://www.youtube.com/watch?v=fQT_v2p71aA

-3

ECUACION DE LA RECTA

Qué tal amigos espero que estén muy bien bienvenidos al curso de ecuacion de la
recta y ahora veremos o hablaremos de la ecuacion negro

P> »l o) 014/423
Figura 49 https://www.youtube.com/watch?v=fQT v2p71aA

4.5.2.3. ECUACION GENERAL DE LA RECTA
Es de la forma Ax + By + C = 0 donde A, B y C son numeros reales.
De la ecuacion general se puede despejar y de tal manera que se puede determinar su ecuacion punto

— pendiente asi:
Ax+By+C=0
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By = —-Ax —C
A C
Y= "B
— ——
m b
y=mx+b

Ejemplo: Encontrar la pendiente y el intercepto con el eje y de la de la recta cuya ecuacion general se
expresa mediante 5x + 2y —8 =0
5x+2y—8=0
2y =—-5x+8
5 8
y = Jx + 2
m b

Luego, m=—§yb=4

Observa los siguientes videos para comprender como encontrar la ecuacion general de la recta, o
como determinar a partir de la ecuacion de la recta, la pendiente y punto de corte con el eje y:
https://www.youtube.com/watch?v=pavmh_Dh8TI y
https://www.youtube.com/watch?v=TkAWx26FhSQ

Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por (1,1) y (2, 3) )
A+ By+( =0 scuaciom o La rEcTa
GENERAL 0 FUNOAMEN TAL

/= mx+D ol

EXTLILITA © PUNTO-PENDIENTE

>

o) o018/542

> » o) o374

Figura 51 https://www.youtube.com/watch?v=pavmh_Dh8TI Figura 50 https://www.youtube.com/watch?v=TKAWXx26FhSQ

Nota: En un mismo plano, dos o mas rectas pueden ser: coincidentes, paralelas, perpendiculares o
secantes:

e Las rectas coincidentes tendran al simplificar, la misma pendiente y mismo corte con el eje y.

e Las rectas paralelas tienen la misma pendiente, pero no el mismo intercepto.

e Las rectas perpendiculares tienen pendientes reciprocas y opuestas, es decir, el producto entre
ellas es igual a -1.

e Las rectas secantes son las que no cumplen ninguno de los anteriores criterios.

En el siguiente video, se explica a mayor profundidad las posiciones relativas que pueden existir entre
las rectas: https://www.youtube.com/watch?v=QYOmJGQjJE5SE
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Dos rectas L.1 y L2 en el Plano Cartesiano pueden ser:

Coincidentes Paralelas Perpendiculares! Intersecantes
ry

L2

P »l o) 025/11:52

Figura 52 https://www.youtube.com/watch?v=QYOmJGQjJESE

4.5.3. ;COMO GRAFICAR LAS RECTAS EN EL PLANO CARTESIANO?

En los siguientes videos se halla la explicacién a través de dos métodos de como se representa la
recta en el plano cartesiano: https://www.youtube.com/watch?v=S43xEr-9vNI y
https://www.youtube.com/watch?v=0cuCwPV8ewU

Geometria Analitica
Como graficar la recta en el Plano

Cartesiano

La Recta

Método 2

Figura 54 https://www.youtube.com/watch?v=S43xEr-9vNI Figura 53 https://www.youtube.com/watch?v=0cuCwPV8ewU

4.5.4. ACTIVIDAD PERSONAL 7.

1. Calcular el valor de la pendiente de una recta que pasa por los puntos:
a) (3;9)y (7;9)
b) (-3; -6) y el origen

c)(L; 1)y (44
d) (2;3)y (-2; -3)

2. Determina la ecuacion punto — pendiente de la recta, de acuerdo a los datos suministrados, luego,
convierte la ecuacion a pendiente — intercepto y graficala

P(=23)ym =10
P(4,-7)ym=0
P(—4,-5)ym=
P(-1,1)y6 =30

oo oo

O NP



https://www.youtube.com/watch?v=QY0mJGQjE5E
https://www.youtube.com/watch?v=S43xEr-9vNI
https://www.youtube.com/watch?v=0cuCwPV8ewU
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e. P(—E,%) y 0 =120°

f. P(=72)yQ(5,-3)
g. Corraalejexenx=-3yalejeyeny=7

h. Tiene pendiente % y corta el eje x en —3

3. Observa cada recta. Luego, encuentra la ecuacion de la recta

Gréfica 11

4. Escribe cada ecuacion de la recta en forma de pendiente — intercepto y = mx + b a partir de su
ecuacion general y grafica.

2x—3y+4=0
2y —3x=1

9x —4y =0
x=§y+4
y+2=0

® 2 00

5. Leey resuelve. Una empresa produce ciertos articulos con un costo de $20 cada uno. La empresa
tiene costos diarios fijos por servicios que ascienden a $500 y planea vender cada articulo
producido en $25 cada uno (los precios estan en miles de pesos)

a. Determina la relacion lineal entre la ganancia de la empresay el nimero de articulos producidos
diarios (ganancia=ingresos-costos)
b. Explica el significado de la pendiente y de los puntos de corte con los ejes coordenados.

6. Un equipo tecnoldgico se deprecia linealmente. Si su valor hace cuatro afios era de $220.000 y
ahora vale $150.000
a. Halla la ecuacién que describe el valor del equipo en términos del tiempo.
b. Determina el valor que tenia el equipo el afio pasado.
c. ¢Qué precio tendra en dos afios?

7. Para publicar un libro, un editor tiene costos fijos de $3.800.000 mas $7.000 por libro producido.
a. ¢Cual es el costo total en términos del nimero de libros producidos?
b. Sise sabe que cada libro, se vende por $15.000, determina la expresion que muestra el ingreso
en términos del numero de libros vendidos.
c. ¢Cuantos libros debe producir y a la vez vender el editor para que se recuperen los costos
invertidos en la produccion?

8. Determina si cada par de rectas son paralelas, perpendiculares, coincidentes o secantes.

o {1 =3x—-y—2=0y¥¢,=y—-3x=1

o £, =3y—2x=12y4,=-3x—-6—-2y=0
o {i=x+y=2y¥¢,=-5y—5x=-10

o {1 =8x—y=1y4¥,=2y—16x=5
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4.6. ASOCIACION DE VARIABLES

En un estudio estadistico es posible examinar mas de una variable en la poblacion. Si de hecho, se
estudian dos variables, se debe tener en cuenta que las dos pueden ser de la misma naturaleza o de
naturaleza distinta. Asi:

e Las dos variables pueden ser cualitativas

e Una variable puede ser cualitativa y la otra cuantitativa.

e Las dos variables pueden ser cuantitativas.

Al caracterizar dos variables cualitativas, o una cualitativa y una cuantitativa, se tienen en cuenta los
siguientes elementos:

Tablas de contingencia o tabla cruzada.

Tabla marginal.

Diagramas de barras.

Moda.

Mientras que, para caracterizar dos variables cuantitativas, dichas variables suelen entenderse como
una asociacion de parejas ordenadas (x,y) donde x es la variable independiente e y la variable
dependiente. Y se tienen en cuenta los siguientes elementos:

e Diagrama de dispersion

e Covarianza

e Coeficiente de correlacion lineal.

4.6.1. TABLA CRUZADA O DE CONTINGENCIA

Es una matriz en la cual se cruza la informacion de dos variables. Las filas corresponden a las
categorias de una variable y las columnas a las categorias de la otra variable.

Ejemplo: El rector de un colegio le pregunté a 75 de sus estudiantes sobre el tipo de transporte que
usan para llegar al colegio. Las opciones de respuesta son: ruta escolar, transporte publico y
caminando. Ademas, al contestar las preguntas se debia marcar si el encuestado era hombre o muijer.
Los resultados se muestran en la tabla.

Tipo de transporte
Género Ruta Bus Caminando  Total
Hombre 27 8 | 15 l 50 |
! Mujer 11 ‘ 7 7 | 25 l
Total )] 38 | 15 | 22 | ‘25 ]
| Tabla 9

En esta tabla cruzada o de contingencia, podemos analizar que 27 son hombres que utilizan ruta, 7
mujeres que utilizan bus, 22 son hombres y mujeres que caminan, 25 son en total las mujeres del
estudio, entre otras cosas que se pueden observar.

Esta misma tabla, pero porcentualmente con respecto al total de los estudiantes es:
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Tipo de transporte
Género Ruta Bus Caminando  Total
Hombre 36% | 10,7% ‘ 20% 66,7% |
 Mujer 14,7% | 9,33% 9,31% 33,3% |
Total 50,7% ,‘ 20% . 29,31% A 100% |
Tabla 10

Para comprender un poco mas el tema, observa el siguiente video:
https://www.youtube.com/watch?v=CEWJZxFpC8w

Organizacion de datos
Tablas de contingencia

Profesora: Gloria Mousalli-Kayat

» o) 002/1002

Figura 55https://www.youtube.com/watch?v=CEWJZxFpC8w

4.6.2. TABLA MARGINAL

Es una tabla cruzada, en la cual se muestran las frecuencias relativas con relacion al total de cada fila
o columna.

Ejemplo: Del ejemplo anterior, se puede extraer dos tablas de contingencia, una con respecto a las
columnas, es decir, respecto al total de cada tipo de transporte y otra respecto a las filas, es decir,
respecto al total de estudiantes por género.

_ Hombre 27/38 8/15 1522 | | Hombre 850 | 1550 | 50/50
|

 Mujer 11/38 7ns 72 | | Mue | ups | s | s | 3
Tabla 12 Tabla 11

.(Canlnndn

68.1% |

31,9% |
Toual 100% 100% 100%

- — - - J

De estas tablas podemos deducir, por ejemplo, que de los 38 estudiantes que utilizan ruta, 27 son
hombres, lo que equivale al 71%.



https://www.youtube.com/watch?v=CEWJZxFpC8w
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4.6.3. DIAGRAMAS DE BARRAS
Para realizar la grafica de barras, se ubica en el eje x una de las variables, y en la otra los datos
correspondientes a las frecuencias absolutas o al porcentaje, y se particiona cada barra ya sea
verticalmente u horizontalmente de acuerdo a la frecuencia de los datos de la segunda variable.

Ejemplo: Del ejemplo anterior se pueden extraer los siguientes gréaficos de barra

40 -

=
30 4 !
] e

5 4

ws Género Hombre %
. Género Mujer %

Ruta  Bus Caminando

Gréfica 12 Gréfica 13

ws Género Hombre
.. Género Mujer

TCaminando' Total |

Grafica 14

Para comprender un poco sobre cdmo realizar estos diagramas de barras, observa el siguiente video:
https://www.youtube.com/watch?v=0bix43MQmCs

Organizacién de datos ula;,
Graficos bivariados

Profesora: Gloria Mousalli-Kayat

P »l o) 004/456

Figura 56 https://www.youtube.com/watch?v=0bix43MQmCs

4.6.4. MODA
El dato que mas frecuencia absoluta tiene.

Ejemplo: De acuerdo con la grafica:



https://www.youtube.com/watch?v=obix43MQmCs
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40 - :
35 - La moda entre los medios de transporte, es tener ruta,
g‘s’j mientras que la moda para quienes se transportan caminando
20 o e es que sea una muijer.
15 4 Hombre
10 - [
5 4
0

Grafica 15
4.6.5. ACTIVIDAD PERSONAL 8

1. Con el fin de determinar posibles donantes en un hospital de la ciudad, se aplico un estudio
relacionado con el tipo de sangre y el Rh de sus pacientes.
El estudio consistio en seleccionar un grupo de pacientes que frecuentaron el hospital en un
periodo de un mes. En estos pacientes se tomd una muestra de sangre y se determiné el
grupo (O, A, B, AB) y el factor Rh (+, -).
La muestra fue estratificada, ya que se selecciono teniendo en cuenta las siguientes secciones
del hospital: medicina general (MG), medicina especializada (ME) y urgencias (U).
De la misma manera, se tuvo en cuenta el género de los pacientes: masculino (M) y femenino
(F).
Los resultados de la encuesta se clasificaron por género, seccion del hospital en el cual estuvo
el paciente y el respectivo tipo de sangre, asi:

B T SN r DS r DR r SR T s
M |O+|MG| F |O-| U | M |AB~|MG| F |B+| U | F | B— | ME
F |O+ |ME| M |O+ |MG| F |B+ |ME| M |O+ MG  F |0+ | U
F |A+ |[MG| M [0+ | U F [A-[ME| F [AB+ ME| M | O+ | MG
M |[O+| U| F |B+| U | M A+ | U | F AB— U | M | A+ | ME

F |O+|MG| M |A+ | U | F B+ |ME| F |O+ MG| M |AB+ U
F |a+ | U | F |B+| U | M A-|MG| M |A+ | U | F | O+ | MG
M |O0+| U| F |[AB+|ME| M | B+ | U | F |AB+ MG| M | B— | ME
M |O+ |MG| F |o+| U | F |AB+|ME| M |[O+| U | M | B+ | MG
F |A+ |[ME| F | B+ | U | M A+ |MG| F |O+ ME| M | A- | ME
M |[B+| U|[ M |[0-|ME| F |AB+|MG| F |AB— U | M |AB+| U
F Ja+r JME/ M Jo+) UJ F JO-/MG) F A+ ME] M JAB+) U
Tabla 13

Elabora un diagrama de barras que relacione género y numero de personas.

Elabora un diagrama de barras que relacione tipo de sangre y nimero de personas.
Elabora un diagrama de barras que relacione seccién del hospital y nUmero de personas.
Utiliza los datos de género y tipo de sangre para construir una tabla cruzada.

Construye la tabla marginal asociada a la variable “tipo de sangre”

Responde ¢ Qué porcentaje de la muestra corresponde a cada tipo de sangre?

¢ Existe alguna relacion entre el género y el tipo de sangre? ¢ por qué?

N @TPo0Tw

La Federacion Nacional de Agricultores ofrece incentivos econémicos a todos los asociados
gue se inclinen por cultivar alguno de los siguientes productos:

Café: C Flores: F Banano: B Algodon: A

En un estudio aplicado entre 40 agricultores interesado, algunos decidieron cultivar cada
producto de manera total (T) o parcial (P) en sus fincas. Los resultados se presentan a
continuacion:
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Producto Cultvo Producto Cultive Producto  Caultive Producto  Cultivo
e | T R e B T A it
F P C T C p F p
A T B P F P B T
B T C it A P A p
C T C T B T C T
F P B P el p F T
B P A P A p A T
C P F P F p C P
A T F T A T, B P
B p C P C T C T
Tabla 14

a. Construye la tabla cruzada de estas variables donde filas es “producto” y columnas
“cultivo”

b. Construye un diagrama de barras con la informacion suministrada.

c. Construye una tabla marginal respecto a “cultivo”

d. Construye una tabla porcentual respecto a las filas “producto”

3. Enun curso del colegio, se clasificaron los estudiantes de acuerdo a su inclinacién profesional
con el fin de afianzar habilidades necesarias en cada uno de ellos. Los resultados obtenidos
son:

Csi=er . Medicina  Ciencias Ingenieria
Hombres 40 15 50

95 35 70

55 20 20

95 35 70

95 35 70

95 35 70

Tabla 15

a. ¢con relaciéon a cual variable se construyo la tabla marginal?

b. ¢Cual es el objetivo del estudio?

c. ¢Cual es el interés profesional de mayor eleccion por parte de las mujeres?

d. ¢Cual es la poblacion y la muestra del estudio?

4. Se encuesto a un grupo de estudiantes de primaria y secundaria para saber el tipo de musica
gue prefieren. Los resultados se muestran en el siguiente grafico.

Tipo de musica a. Realizalatabla marginal para cada una de las variables

T

relacionadas.
b. Realiza la tabla de porcentajes para cada una de las

Otros

Rock l

T
Reggaeton ' I | variables relacionadas.
|

: — c. Escribe tres conclusiones teniendo en cuenta el
' [ analisis de la informacioén recopilada en la encuesta.

T d. ¢Cudl es la musica que escuchan menos los
0 10 20 30 40 50 60

Pop

Ntmero de estudiantes estudiantes? - |
. Secundaria 4 Primaria e. ¢Cuéantos votos de mas tiene el reggaeton en relacion
Gréfica 16 con el pop para los estudiantes de primaria?

La secretaria de salud de un prestigioso corregimiento turistico en la selva inici6 una
investigacion sobre el contagio de una enfermedad generada por un mosquito originario de la
region. Para analizar el contagio, tomo6 una muestra de 20 turistas que visitaron el complejo en
la pasada temporada y registré si habian contraido la enfermedad después de mas de cinco
dias de permanencia en el lugar. La informacién se clasifico segun la edad y el género de los
elementos de la muestra cOmo se presenta a continuacion.
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Torista  Jieasiol) Contugio SREAMEN 5. Elabora una tabla de contingencia donde se muestren

1 Hombre | Si 25 las variables contagio y edad.
2 Mujer | No 25 b. Elabora una tabla de contingencia donde se muestren
3 Mujer | No 27 las variables genero y contagio.

4 | Hombre | Si | 28 | c. Elabora algunas conclusiones de las dos tablas
5 Mujer Si 27 anteriores.
6 Hombre Si 24 d. Elabora una tabla de contingencia con porcentajes en
7 | Majer | No 23 donde relaciones las variables género y edad.
8 Mujer | No 30 e. Dibuja el diagrama de barras que representa la
9 | Hombre | No 31 | situacion.
10 | Hombre | S 30 | T Elabora una tabla marginal que relacione las dos
11 | Muajer | No 28 variables.
12 | Mujes | S 29 g. Elabora un grafico de barras que represente los datos
13 | Hombe| No | 36 registrados en la tabla marginal
14 Muer | No 32 h. ¢Qué porcentaje de los turistas hombres se
% | ook No 29 contagiaron de la enfermedad?

~ 96 | Honbee | ®a | o | | ¢Qué porcentaje de las turistas mujeres no se

iz | sk | N 30 contagiaron de la enfermedad?
18 | Hombre | i 32
12 | Moer | No | 31
20 Hombre { No 30

Tabla 16

4.6.6. CARACTERIZACION DE DOS VARIABLES CUANTITATIVAS RELACIONADAS

4.6.6.1.

DIAGRAMA DE DISPERSION

Es la grafica de todos los pares ordenados de los datos que corresponden a dos variables cuantitativas
que conservan una relacién entre ellas.

Si los puntos siguen, aunque sea aproximadamente, una configuracion rectilinea, decimos que hay
una dependencia lineal entre las variables. La dependencia lineal puede ser fuerte o débil, positiva o

negativa.

Y h 4
[ ] [ ]
oo ® ®eo o0
[ ] - ® ®
ee * ® e
[ ] ®
L3 ¥
X X
Correlacion positiva Correlacion negativa
Grafica 17
Nota Nota
9 < 9 5 ® k4
¥4
8 7 & ® 8 n o L
7 7 /,/
. ° o 6 %
5 5 ‘@
/
4 ° & 4 ( 2
3 K
5 @ ° 3 o0
2 Ve
1 L . 1 e :
L xi o xi
0 1 2 3 4 5 6 7 Horas 0 1 2 3 4 5 6 7 Horas
Correlacion debil: Los puntos de Correlacion fuerte: Los puntos
la nube estan muy dispersos. de la nube estan muy juntos.

Gréfica 18
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Ejemplo: Una compafiia procesadora de productos a base de cacao planea poner en el mercado un
nuevo dulce de chocolate. Para ello, el departamento de mercado pone en uno de sus puntos de venta
degustaciones gratis.

Después de 10 dias de aplicar la estrategia, el jefe del departamento de mercado quiere saber si el
namero de degustaciones entregadas y la cantidad de unidades vendidas conserva alguna relacion.

A continuacioén, se presentan los resultados obtenidos:

Dia 1 2 | 3| 4| s || 7| 89|10
chu&ta.ci::n:ﬁ E i i
g 0 20 | s0 | 10| 30 | 40 | 10 | s0 | 30 | 40 | 20
Ii";dha:: 500 | 570 | 410 | 540 | 540 | 380 | 630 | 480 | 590 | 460

Tabla 17
El diagrama de dispersion que representa la situacion es:

G50

600, ; De la cual podemos observar que la correlacion es positiva y

8 550 i la fuerte.

oo

'E 450 5
E 40101 :

350

o 10 20 30 40 50
Dhegustaciones entregadis
Gréfica 19

Observa el siguiente video para asi afianzar el tema de diagrama de dispersion:
https://www.youtube.com/watch?v=310wPATTjrc

Diagrama de dispersion

Un diagrama de dispersién muestra de forma grafica la relaciéon que hay entre dos variables cuantitativas

Alumno  Horasde Promedio
estudio  acadé_hico
10 10
4 6

»
q
3
i
6
5
1
3
2

I

IO ™TmMOOND®>

12398567990

14 p »l o) 137/1005

Figura 57 https://www.youtube.com/watch?v=310wWPATTjrc

4.6.6.2. COVARIANZA

Se define la covarianza de una muestra asi:
2 —x) (yi =)
Sxy = n—1
Donde n es el tamafio de la muestra, (x;,y;) son los datos de las variables estudiadas, x es el
promedio de los datos de x y y es el promedio de los datos de y.

Ejemplo: Siguiendo con los datos del ejemplo anterior:



https://www.youtube.com/watch?v=31OwPATTjrc
https://www.youtube.com/watch?v=31OwPATTjrc
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20 450 + 10 + 30 + 40 + 10 + 50 + 30 + 40 + 20 _ 300
10 10

X =

=30

500 + 570 + 410 + 540 + 540 + 380 + 630 + 480 + 590 + 460 _ 5100
10 10

(20 — 30)(500 — 510) + (50 — 30)(570 — 510) + (10 — 30)(410 — 510) +
(30 — 30)(540 — 510) + (40 — 30)(540 — 510) + (10 — 30)(380 — 510) +
_ (50 —30)(630 — 510) + (30 — 30)(480 — 510) + (40 — 30)(590 — 510) + (20 — 30)(460 — 510)
v 10-1

9900
Siy = —g— = 1100

Para interpretar el significado de este resultado, se divide el diagrama en cuatro cuadrantes,
pasando las lineas por los resultados de los promedios de los x y de los y

650+ . A continuacion, se presentan algunas aclaraciones con respecto al
i ; : " diagrama; que son apl_icables a cualquier otro de dispgrsién
o Los puntos ubicados en el cuadrante I, contiene los datos
g e t donde x e y son mayores que la media de cada uno,
g 50 L ~ respectivamente.
g‘ﬁ‘” . . Los puntos ubicados en el cuadrante I, contiene los datos
Bl a W " donde x es menor que su media, pero y mayor que su media.
: o Los valores de (x; —x)(y; —y) son positivos en los
S0 20 s a0 s cuadrantes |y lll y negativos en los cuadrantes Il Y IV.
Whegglestychomen statgpclon o Si el valor de s,,, es positivo, se puede afirmar que los puntos
Gréfica 20 gue tuvieron mayor influencia estan ubicados en su mayoria en los

cuadrantes | y lll. En este caso se dice que existe una asociacién o
correlacion lineal positiva entre las variables. De ser s,, negativo, se

diria que la correlacion lineal es negativa y los puntos con mayor influencia estarian en los
cuadrantes Il y IV.

En el ejemplo, de las degustaciones, se observa que:
¢ En el diagrama la mayor parte de los puntos estan en los cuadrantes | y Ill
¢ No hay puntos en los cuadrantes Il y IV.

e La correlacion entre las dos variables es linealmente positiva.

Observa el siguiente video, para mayor comprensiéon de la covarianza:
https://www.youtube.com/watch?v=XW-yuLXX4PY
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COVARIANZA

_ - D= m

xy

Figura 58 https://www.youtube.com/watch?v=XW-yuLXX4PY

4.6.6.3. COEFICIENTE DE CORRELACION LINEAL

Es una medida numérica de la intensidad de la relacion entre las dos variables estudiadas. Este valor
refleja la consistencia del efecto que el cambio de una variable produce en la otra. Este coeficiente se
representa con la letra r y esta determinado por:

i—X%)2 )2
Donde, s, = /%ysy — /2(3;1_13/)

El coeficiente de correlacion lineal siempre tiene un valor entre -1y 1; si ry,, equivale a 1 se dice que
entre las variables hay una correlacion positiva perfecta y si equivale a -1 se dice que entre las
variables hay una correlacién negativa perfecta y la gréafica de dispersion tiende a ser una linea recta;
de igual forma si el coeficiente de correlacién es muy cercano a 0 la relacion entre las variables es
bastante débil.

Sxy

Sx * Sy

Txy

Ejemplo: Con los datos del ejercicio anterior, calcular el coeficiente de correlacién lineal.

Puesto que son muchas operaciones que realizar, resulta conveniente realizar la siguiente tabla, con
objeto de que los calculos sean mas sencillos:

% Y Fi o, &~ -x—)z S (y, — }-}1 (== =)z — )

| 20 | 500 | -10 100 -10 | 100 100
| so |s7o| 20 | 40 | 60 | 3600 | 1200
w0 |40 —20 | 40 | —100 | 10000 | 2.000
|30 [ss90] o | o | 30 | 90 | 0
40 | sd0| 10 | 10 | 30 900 | 300
10 | 380 | -20 | 400 | -130 | 16900 | 2.600
50 | 630 | 20 | 400 | 120 | 14400 | 2400
30 (40| o | o | -3 | 90 | 0
40 | 590 0 | 100 | 80 6.400 800
20 | 460 | -10 | 100 | -so | 2500 | 500

2.000 56.600 9.900

Tabla 18
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De donde,

—v)2
n-1 \} 9

_[5Gi-3)?  [56600
A e

1100
"y = 149-0,93

=793
=093

Asi, se puede afirmar que el coeficiente de correlacion es muy cercano a 1, luego las variables tienen
una correlacion bastante alta.

Esto representa para la compafiia procesadora de productos a base de cacao que el numero de
degustaciones entregadas y la cantidad de unidades vendidas si conserva una relacion, donde, a
mayor sea el numero de degustaciones entregadas, mayor va a ser el nimero de unidades vendidas.

Para mayor comprension, ver el siguiente video hasta el minuto 19:
https://www.youtube.com/watch?v=EE2a2Cr-JfY

La siguiente tabla muestra las alturas redondeadas en centimetros (cm)
y los pesos en kilogramos (kg) de una muestra de 12 estudiantes del primer afio
de una determinada universidad.

1. Obtenga un diagrama de dispersién para estos datos

2. Determine si existe relacién lineal entre los datos

3. Obtenga las rectas de ajuste por minimos cuadrados

4. ¢Cudl es el peso aproximado de un estudiante que mide 169 cm?
5. ¢Cudl es la altura aproximada de un estudiante que pesa 77 kg?

Figura 59 https://www.youtube.com/watch?v=EE2a2Cr-JfY

4.6.6.4. ACTIVIDAD PERSONAL 9

1. Un estudio sobre crecimiento en la poblacion femenina de una ciudad pretende determinar si
es posible predecir la estatura de una mujer teniendo como dato la estatura de la madre. A
continuacion, se presentan los datos en metros, de una muestra de 20 madres y sus respectivas
hijas:

X(estaturadelamamd) 160 | 160 | 170 | 154 | 160 | 154 | 162 | 157 | 160 | 162 |
V(estaturadelahija) 160 | 165 | 165 | 162 | 162 | 160 | 157 | 160 | 162 | 162

X(esaturadelamamd) 160 | 162 | 162 | 160 | 170 | 152 | 165 | 162 | 165 | 167

¥(esaturadelabija) 162 | 165 | 165 | 157 | 167 ] 157 | 160 | 167 | 167 | 165
Tabla 19
a. Elabora el diagrama de dispersion para las dos variables.
b. ¢Qué tipo de relacion observas en la gréafica?
c. Calcula la media para cada una de las variables.
d. Calcula la covarianza de la muestra y dibuja una representacion de la manera como se
encuentran distribuidos los datos en relacion con este valor.
e. Analiza qué interpretacion tienen los datos ubicados en cada uno de los cuatro cuadrantes.
f. Elabora una tabla que resuma los datos necesarios para determinar el coeficiente de

correlacion entre las variables, luego, calcula este valor.



https://www.youtube.com/watch?v=EE2a2Cr-JfY
https://www.youtube.com/watch?v=EE2a2Cr-JfY
https://www.youtube.com/watch?v=EE2a2Cr-JfY

GESTION DE FORMACION

COLEGIO PRINCIPE SAN CARLOS Cédigo: FGF-02

Version: 02

GUIA DE CLASE

Fecha: 10/10/2017

g. ¢Crees que hay alguna relacion entre las variables estatura de la madre y estatura de la hija?
Explica tu respuesta teniendo en cuenta los estadisticos hallados.

2. Asocia cada coeficiente de correlacion con una de las graficas

a. r=-0.129 b.r = —0.770 c.r =0.896 d. r = 0.402
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Gréfica 21

3. Latabla muestra varias mediciones de la presion arterial minima y el pulso cardiaco de una

persona.

| Pulso(X) 93|75|88 80|90|87 80|86 80

\_Presion(Y) 70|90 |75 90|72 80 8185 92

Tabla 20

a. Calcula la media para cada una de las variables.

b. Calcula la covarianza de la muestra y dibuja una representacién de la manera como se
encuentran distribuidos los datos en relacion con este valor.

c. Analiza qué interpretacion tienen los datos ubicados en cada uno de los cuadrantes.

d. Elabora una tabla que resuma los datos necesarios para determinar el coeficiente de
correlacion entre las variables, luego, calcula este valor.

e. ¢Crees que hay relacion entre las variables pulso y presién? Explica tu respuesta teniendo
en cuenta los estadisticos hallados.

5. EVALUACION Y RETROALIMENTACION

REJILLA DE
EVALUACION Y

RETROALIMENTACION

Estratégico
Superior (95-100)

Auténomo
Alto (80-94)

Resolutivo
Bésico (70-79)

Pre-formal o
Receptivo
Bajo (10-69)

Valoracién

Planificacion del

Trabajo / Puntualidad

Realiza uso adecuado
de materiales y
recursos disponibles, de
acuerdo con el

Usa materiales y
recursos disponibles, de
acuerdo con el
procedimiento y plazo

Usa materiales y
recursos disponibles
con cierta dificultad,

pero se ajusta al

Usa materiales y
recursos disponibles
con dificultad, sin
ajustarse al plazo

Responsabilidad

proczg;;ntl)(leeng%gsplazo establecidos. plazo establecido. establecido.
Asume Asume y comprende Elude

responsabilidades y
comprende las de los
demas, valorando el
esfuerzo individual y
colectivo.

Asume y comprende
responsabilidades,
reconociendo el
esfuerzo individual y
colectivo.

responsabilidades
con dificultad,
reconociendo el
esfuerzo individual y
colectivo.

responsabilidades y
tiene dificultad para
reconocer el
esfuerzo individual y
colectivo.

Participacion / Actitud

Forma parte activa y
armonica de la
dinamica grupal,
generando propuestas

qgue mejoran el L mejoran el mejoran el
o aprendizaje L -
aprendizaje P 4 aprendizaje aprendizaje
. cooperativo. . .
cooperativo. cooperativo. cooperativo.

Forma parte de la
dindmica grupal,
generando propuestas
gue mejoran el

Forma parte de la
dinamica grupal y
realiza con dificultad
propuestas que

Con dificultad forma
parte de la dinamica
grupal, sin realizar
propuestas que

Habilidades Sociales

Interact(ia con empatia
y autocontrol,
manteniendo actitud de
respeto hacia otros
puntos de vista y
utilizando diferentes
habilidades sociales
gue contribuyen al
desarrollo de
actividades.

Interacttia con empatia
y autocontrol,
manteniendo actitud de
respeto hacia otros
puntos de vista, lo que
contribuye al desarrollo
de actividades.

Interactia con actitud
de respeto hacia
otros puntos de vista,
lo que contribuye al
desarrollo de
actividades.

Interacta con
dificultad durante el
desarrollo de
actividades.

Generacion y
Presentacion de
Evidencias

Contribuye de manera
activa al alcance de
metas,

Contribuye al alcance
de metas,
responsabilizandose de

Contribuye al
alcance de metas,
pero con dificultad se

Con dificultad
contribuye al alcance

de metas, sin
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responsabilizandose de sus aportes en la responsabiliza de responsabilizarse de
sus aportes en la presentacion y sus aportes en la sus aportes en la
presentacion y sustentacion de presentacion y presentacion y
sustentacion de evidencias. sustentacion de sustentacion de
evidencias. evidencias. evidencias.
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